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Zusammenfassung

Modulraume sind ein zentraler Gegenstand der modernen algebraischen Geometrie.
Sie entstammen den fundamentalen Klassifikationsproblemen, wie der Klassifikation
algebraischer Varietéten, oder der Klassifikation der Vektorbiindel auf einer festen
Varietét. Es stellt sich heraus, dass solche Objekte normalerweise einige diskrete In-
varianten besitzen. Werden sie festgehalten, so neigen die Isomorphieklassen dieser
Objekte dazu, eine algebraische Varietét zu bilden, ihren Modulraum.

Diese schriftliche Habilitationsleistung behandelt Modulraume von Vektorbiin-

deln, oder allgemeiner von Prinzipalbiindeln, iiber einer festen algebraischen Va-
rietdt. Sie besteht aus den folgenden Arbeiten:
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Die Texte [1, 2, 3] behandeln Modulrdume von Vektorbiindeln auf C, einer glat-
ten projektiven Kurve tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k beliebiger
Charakteristik. Dann handeln [4, 5, 6, 7, 8] allgemeiner von Modulrdumen von
Prinzipalbiindeln auf C. Schliellich behandelt [9] Vektorbiindel auf hoherdimensio-
nalen komplex-projektiven Raumen P27 +1,

Modulrdume parametrisieren die Isomorphieklassen von algebraisch-geometri-
schen Objekten, aber sie sind auch selbst interessante Beispiele fiir algebraische
Varietdten. Deswegen liegt es nahe, nach ihren grundlegenden Invarianten als Va-
rietdten zu fragen, etwa nach ihrem birationalen Typ. Die hier betrachteten Mod-
ulrdaume neigen dazu, unirational zu sein; die interessante Frage ist daher, ob sie
tatsachlich rational sind.

Vektorbiindel oder Prinzipalbiindel besitzen in der Regel nichttriviale Automor-
phismen. Daraus folgt, mit einem Standardargument, dass ihr Modulfunktor in
der Regel nicht darstellbar (in der Tat nicht einmal eine Garbe) ist. Daher sind
ihre Modulrdume nur grobe Modulschemata. Eine Art, diesen Defekt zu messen,
ist zu fragen, ob es eine durch das grobe Modulschema (oder einen dichten offe-
nen Teil davon) parametrisierte Familie von Biindeln gibt, deren Einschrankung
auf jeden Punkt des Modulraums in der Isomorphieklasse liegt, die durch diesen
Punkt gegeben ist. Eine solche Familie wird hier Poincaré-Familie genannt, da
sie das Poincaré-Biindel auf dem Produkt einer abelschen Varietdt mit der dualen
abelschen Varietét verallgemeinert. (Eine solche Familie wird manchmal auch uni-
verselle Familie genannt, obwohl sie nicht eindeutig bestimmt zu sein braucht. Falls
sie existiert, wird das Modulschema auch fein genannt, da es dann eine leichte
Modifikation des urspriinglichen Modulfunktors darstellt.)

Diese beiden klassischen Fragen iiber grobe Modulschemata werden im vorliegen-
den Werk studiert. Der wesentliche technische Fortschritt besteht in der Verwen-
dung von Modulstacks. Sie haben in diesem Kontext zwei Vorteile:

e Sie helfen, den Zusammenhang zwischen dem birationalen Typ des groben
Modulschemas und der Existenz von Poincaré-Familien (fiir kleine offene Un-
terschemata) zu kldren, da beides im birationalen Typ des Modulstacks ent-
halten ist.

e Es stellt sich heraus, dass die Existenz von Poincaré-Familien eng mit der Exis-
tenz von Geradenbiindeln auf dem Modulstack mit bestimmten Eigenschaften
zusammenhéngt. Tatsachlich gestattet dies, die Frage fiir Prinzipalbiindel auf
der Kurve C vollstandig zu beantworten; siche [8].

Es folgt nun eine detailliertere Beschreibung der einzelnen Arbeiten; sieche auch
deren jeweilige Einleitungen fiir genauere Inhaltsangaben.

Der Ubersichtsartikel [1] erklért die Begriffe Stack und algebraischer Stack kurz
und nicht zu technisch; illustriert werden sie durch das Beispiel des Modulstacks von
Vektorbiindeln auf der Kurve C. Motiviert durch einen Vergleich des Verklebens
von Vektorblindeln und von Abbildungen in ein Schema wird argumentiert, dass ein
feiner Modulraum von Vektorbiindeln keine Menge mit geometrischer Struktur sein
kann, sondern eine Kategorie mit geometrischer Struktur sein sollte. Dann werden
Stacks eingefiihrt als eine Art von Garben von Kategorien (genauer gesagt von
Gruppoiden). Schlieflich werden die beiden Algebraizitdtsbedingungen fiir Stacks
nach Deligne-Mumford [DM] und nach Artin [Ar] als Analoga der Bedingung an
eine Garbe von Mengen erklért, (darstellbar durch) ein Schema zu sein.

Die Arbeit [2] behandelt die Rationalitétsfrage fiir Modulrdume von Vektorbiin-
deln mit fixierter Determinante auf der Kurve C, von der angenommen wird, dass
ihr Geschlecht mindestens 2 ist. Fiir ein gegebenes Geradenbiindel L auf C' sei
Bun, ; das grobe Modulschema der stabilen Vektorbiindel £ vom Rang r auf C
mit Determinante A"E = L. Nach Arbeiten von Tyurin [T1, T2] und Newstead



[N1, N2] wurde lange geglaubt, dass Bun, ;, rational ist, falls 7 und der Grad von L
teilerfremd sind; das wurde schlie8lich von King und Schofield [KS] bewiesen. Der
Beweis beginnt mit dem Nachweis, dass Bun, ; birational zu einem getwisteten
Grassmannschenbiindel iiber Bun, r, fiir ein geeignetes vy < r ist; dann wird
Induktion nach dem Rang benutzt. Allerdings benétigen sie eine stéarkere Induk-
tionsvoraussetzung, da r; und der Grad von L; nicht mehr teilerfremd zu sein
brauchen; sie enthélt eine Brauerklasse ., r, tber Bun, r,, die den Twist des
Grassmannschenbiindels kontrolliert. Die Pointe der Arbeit [2] ist eine konzep-
tionelle Vereinfachung dieses Beweises durch die Verwendung von Modulstacks. In
der Strategie von King und Schofield wird die Brauerklasse durch die entsprechende
G,,-Gerbe ersetzt, die einfach der Modulstack der fraglichen Vektorbundel ist; da-
her gentigt es, die Wirkung der skalaren Automorphismen G,,, C Aut(E) zu verfol-
gen. Der Text [2] enthélt einen vollstindigen Beweis des Ergebnisses von King und
Schofield in der Sprache der Stacks, beruhend auf einer birationalen Untersuchung
von Grassmannschenbiindeln tiber G,,-Gerben. Ein Anhang fasst die bendtigten
Eigenschaften der Modulstacks von Vektorbiindeln zusammen.

Diese Vereinfachung des Rationalitdtsbeweises fiir Vektorbiindel hat die sys-
tematische Verallgemeinerung [3] auf Vektorbiindel mit Zusatzstruktur ermoglicht.
Dazu gehoren, zum Beispiel, Vektorbiindel mit parabolischen Strukturen [MS, Bi],
stabile Paare [Br, Th], kohérente Systeme [LP, RV, KN], und allgemeiner dekorierte
Vektorbiindel [Sch]. Wiederum mittels Vektorbiindeln und Grassmannschenbiindeln
iber G,,-Gerben wird bewiesen, dass die fraglichen Modulstacks birational sind
zum Produkt eines affinen Raums mit einem Modulstack von Vektorbiindeln ohne
Zusatzstruktur, von (in der Regel) kleinerem Rang. Neben der Rationalitit einiger
der groben Modulschemata zeigt dies auch, welche von ihnen Poincaré-Familien (auf
kleinen offenen Unterschemata) besitzen, da dies fiir Vektorbiindel nach Ramanan
[Ra] bekannt ist. Tatséchlich ist das Hindernis gegen Poincaré-Familien genau die
Brauerklasse v, die King und Schofield verwenden. Rationalitdt wird hier, wie bei
den Vektorbiindeln ohne Zusatzstruktur, in den Féllen bewiesen, wo es Poincaré-
Familien gibt. Die iibrigen Félle werden auf Modulrdume von Vektorbiindeln mit
trivialer Determinante auf C' zuriickgefiihrt, wo das Rationalitdtsproblem nach wie
vor weit offen ist.

Die néchsten Arbeiten [4, 5, 6, 7, 8] behandeln Verallgemeinerungen dieser
Ergebnisse von Vektorbiindeln auf Prinzipalbiindel iiber der Kurve C. Der Uber-
sichtsartikel [4] erklart einige grundlegende Eigenschaften der Modulstacks M von
G-Prinzipalbiindeln auf C', wie Algebraizitiat und Glattheit, fiir lineare algebraische
Gruppen G iber k. Das Hauptresultat besagt, dass fiir glatte zusammenhéngende
reduktive G die Zusammenhangskomponenten MdG von Mg durch die Elemente
d € m(G) indiziert werden; dies ist per definitionem der Quotient der abelschen
Gruppe Hom(G,,,T¢) fir einen maximalen Torus T¢ € G modulo der von den
Kowurzeln von G erzeugten Untergruppe. (Diese Beschreibung von mo(Mg) ist
als Folklore wohlbekannt, aber es scheint keine publizierte Quelle dafiir in voller
Allgemeinheit zu geben, die auch den Fall positiver Charakteristik mit abdeckt.)

Es bezeiche Smé’s das grobe Modulschema! der stabilen G-Prinzipalbiindel vom
Typ d € 71(G). Die kurze Arbeit [5] gibt eine notwendige Bedingung dafiir an,
dass es Poincaré-Familien auf beliebig kleinen offenen Unterschemata U C Sﬁ‘és
gibt, namlich dass jeder Charakter Zg — G,, auf dem Zentrum Zg C G auf die
Automorphismengruppe Aut(E) jedes G-Prinzipalbiindels E des gegebenen Typs
d € m(G) fortgesetzt werden kann. Der Beweis besteht aus einem einfachen Argu-
ment, das Geradenbiindel auf dem Stack /\/ldG benutzt. Dieses Kriterium impliziert
die fritheren Resultate von Ramanan [Ra] und Balaji-Biswas-Nagaraj-Newstead
[BBNN]. Es gestattet auch, diese Frage fiir die Modulrdume orthogonaler und

Hn [5] wird dieses grobe Modulschema mit Mg, ; bezeichnet.



symplektischer Biindel zu beantworten. Im Falle von getwisteten symplektischen
Biindeln, d.h. von Vektorbiindeln E vom Rang 2n zusammen mit einer symplek-
tischen Form b : £ ® F — L mit Werten in einem festen Geradenbiindel L, ergibt
sich, dass Poincaré-Familien genau dann existieren, wenn n und der Grad von L
beide ungerade sind.

Die folgende Arbeit [6] behandelt das Rationalitatsproblem fiir Modulrdume
solcher getwisteten symplektischen Biindel (E,b: E® E — L) auf C. In Analo-
gie zum Fall der Vektorbiindel legt das Resultat iiber Poincaré-Familien nahe, dass
die Modulrdume rational sein konnten, falls die festgehaltenen diskreten Parame-
ter n = rank(F)/2 und deg(L) beide ungerade sind. Diese Rationalitdtsaussage
wird in [6] bewiesen. Tatsédchlich wird gezeigt, dass der Modulstack birational zu
einem Produkt aus einem affinen Raum und BG,, ist, was unmoglich ware, wenn
es keine Poincaré-Familien gdbe. Der Beweis beginnt damit, fiir jedes hinreichend
allgemeine getwistete symplektische Biindel (E,b: E® E — L) mit n und deg(L)
ungerade ein ‘kanonisches’ Untergeradenbiindel in F auszuzeichnen. Damit kann
E aus einem Biindel kleineren Ranges zusammen mit geeigneten Extensionsdaten
zuriickgewonnen werden; all dies kann rational parametrisiert werden.

Wie die Argumente in [5] zeigen, kann die Information tiber Poincaré-Familien
aus der Picardgruppe des Modulstacks Mé gewonnen werden. Die Arbeit [7] be-
stimmt alle Geradenbiindel auf diesen Modulstacks /\/ldG, fiir alle zusamenhéangenden
reduktiven Gruppen G iber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper k beliebiger
Charakteristik. Das verallgemeinert frithere Resultate von Kumar-Narasimhan-
Ramanathan [KNR, KN] und Beauville-Laszlo-Sorger [BLS, LS, So] fiir einfach-
zusammenhéangende oder klassische Gruppen iiber kK = C. Es liefert insbesondere
einen algebraischen Beweis fiir Telemans [Te] Ergebnis fiir halbeinfache Gruppen
iber C, das er mit topologischen und analytischen Methoden bewiesen hat. Die
wichtigsten Hilfsmittel sind Faltings’ [Fa] Ergebnis fiir einfach-zusammenhéngende
Gruppen in beliebiger Charakteristik, und Laszlo’s [La] Methode des Abstiegs ent-
lang von Torsoren unter Gruppenstacks.

Aufgrund seiner Allgemeinheit ist das Hauptergebnis von [7], ndmlich die Be-
schreibung von Pic(/\/ldG)7 etwas langer. Hier sind die wichtigsten Punkte:

e Die abelsche Gruppe der Homomorphismen von 71 (G) in die Jacobische Jo
bettet sich kanonisch nach Pic(M%) ein.

e Der Quotient ist eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe, die mit NS(M%)
bezeichnet wird.

e Ist G = T ein Torus, mit Kocharaktergitter Ar := Hom(G,,,T), so ist
NS(M%) die direkte Summe aus Hom(Ar,Z) und der abelschen Gruppe aller
bilinearen Abbildungen b : A7 ® A7 — End J¢, die b(A; @ A\2)T = b(A2 @ A1)
fiir die Rosati-Involution  auf End J¢ erfiillen.

e Ist G halbeinfach, und ist 7o C G ein maximaler Torus, dann ist NS(MZ)
die abelsche Gruppe der symmetrischen und Weyl-invarianten Bilinearformen
b: Ar, ® Ar, — Z, deren Einschriankung auf das Kowurzelgitter gerade ist.

Sowohl im Beweis, als auch fiir die Anwendung weiter unten, ist es wichtig, dass
die Beschreibung von Pic(MZ) funktoriell in G ist, insbesondere beziiglich der
Einbettung ¢ : T¢ < G eines maximalen Torus. Ist 6 € m(T) = A, ein Urbild
von d € m1 (@), so induziert ¢ einen 1-Morphismus der Modulstacks ¢, : M%G — M,
durch Erweiterung der Strukturgruppe.

e Ist G halbeinfach, so ist die Riickzugsabbildung /* : Pic(Mg&) — Pic(M7,)
vertraglich mit der Abbildung

NSO UNS(ME) — NS(M,), b (B(=0® ), idy, - b).



Dies sind die Hauptzutaten zur allgemeinen Beschreibung der abelschen Gruppe
Pic(M%) und ihrer Funktorialitét in G, die in [7] hergeleitet wird.

Unter Benutzung dieser Ergebnisse gibt die Arbeit [8] eine vollstdndige Antwort
auf die Frage nach der Existenz von Poincaré-Familien auf den groben Modulsche-
mata fmés der stabilen G-Prinzipalbiindel E iiber C. Sie beantwortet, wiederum
in Termen von Bilinearformen auf dem Wurzelsystem von G, die folgenden beiden
Varianten der Frage:

e Gibt es eine Poincaré-Familie, die von einem (beliebig kleinen) nichtleeren
offenen Unterschema U C E)ﬁés parametrisiert wird?

e Gibt es eine Poincaré-Familie, die vom offenen Ort imérs C Sm%s der regular
stabilen G-Prinzipalbtlindel parametrisiert wird?

Dabei heifit ein stabiles G-Prinzipalbiindel E tiber C regular stabil, falls Aut(FE)
mit dem Zentrum Zg von G iibereinstimmt. Der reguldr stabile Ort Mé’rs im
Modulstack M, ist eine Gerbe mit Band Zg iiber zmé“; die zugehorige Klasse in

H2(smg“, Z¢) ist das Hindernis gegen Poincaré-Familien. Tatséchlich bestimmt [8]
die Ordnung dieses Hindernisses in der Kohomologiegruppe, und auch die Ordnung
seiner Einschriankung auf den generischen Punkt von Smg“.

Die verwendete Methode besteht darin, die Frage in eine iber Geradenbiindel £
auf M, zu iibersetzen. Ist ein solches Geradenbiindel £ und ein G-Prinzipalbiindel
E iber C vom Typ d € 71(G) gegeben, so operiert die Gruppe Aut(F) auf der
Faser von L iiber dem Modulpunkt von E. So erhalten wir einen Charakter von
Aut(E). Dessen Einschrankung auf die Untergruppe Zg C Aut(F) hingt nicht von
E ab, da M% zusammenhingend und Hom(Zg, G,,) diskret ist. Daher bekommen
wir einen Homomorphismus Pic(/\/lé) — Hom(Zg, G,,). Es stellt sich heraus, dass
dieser Homomorphismus durch NS(M¢) faktorisiert, und sogar durch NS(M,.),
wo er in der Sprache von [7] explizit beschrieben werden kann. Die Kenntnis dieses
Homomorphismus beantwortet dann, unter Benutzung von Giraud’s [Gi] Theorie
der Gerben, die betrachteten Fragen.

Allerding funktionieren diese Argumente nur, wenn der regulér stabile Ort nicht
leer ist. In Charakteristik 0 ist dies fiir jedes Geschlecht go > 2 bekannt. Aber in
positiver Charakteristik stellte es sich als schwieriger als erwartet heraus; es ist in
[8] fiir Geschlecht g > 3 bewiesen. Tatséchlich erfordern die Aussagen iiber Em‘é:rs
den Nachweis, dass das Komplement von Mé’rs in M¢, Kodimension > 2 hat; das
wird fiir Geschlecht go > 4 in [8] bewiesen.

Die Arbeit [9] behandelt Instanton-Biindel iiber dem komplex-projektiven Raum
P?7*1 Dies sind per definitionem algebraische Vektorbiindel vom Rang 2n auf
P27+ die bestimmten Bedingungen geniigen. Diese sind durch die Penrose-Trans-
formation motiviert, die fiir n = 1 eine Korrespondenz zu Losungen gewisser Yang-
Mills-Gleichungen [AW, DV] liefert; Okonek und Spindler [OS] haben die Definition
auf den Fall n > 1 verallgemeinert. Spezielle Instanton-Biindel wurden eingefiihrt,
und ihre Modulrdume studiert, von Hirschowitz-Narasimhan [HN] fiir n = 1, und
von Spindler-Trautmann [ST] fiir alle n > 1. Das Hauptresultat in [9] besagt, dass
die Modulraume spezieller Instanton-Biindel nach Spindler-Trautmann alle rational
sind; dies verallgemeinert ein Ergebnis fiir n =1 in [HN].

Wie im Fall von Vektorbiindeln auf einer Kurve beinhaltet der Beweis die Ra-
tionalitdt gewisser Severi-Brauer-Varietdten. Deren Brauerklassen hdngen mit der
Existenz von Poincaré-Familien zusammen; Spindler und Trautmann ermitteln in
[ST], wann es diese gibt. Ein etwas iiberraschender Aspekt dieser Situation ist, dass
die Rationalitédt der groben Modulschemata sogar in den Féllen nachgewiesen wird,
in denen es keine Poincaré-Familien gibt.



Die wesentliche neue Zutat zum Beweis, im Vergleich zum Spezialfall n = 1 in
[HN], ist das No-Name-Lemma tiber Vektorrdume modulo linearer Gruppenopera-
tionen. Es gestattet, dieses Problem schliefSlich auf die Rationalitit eines Quotien-
ten modulo PGLy zuriickzufiihren, bei dem der Invariantenring explizit bekannt ist.
Auf diese Weise wird hier die Rationalitét des groben Modulschemas bewiesen, ohne
zugleich eine Poincaré-Familie fiir einen offenen Teil davon zu konstruieren. Obwohl
der Rationalitatsbeweis in der Sprache der Schemata bleibt, half der Standpunkt der
Stacks dabei, ihn zu finden und die subtilen Existenzfragen von Poincaré-Familien
auf weiteren Modulrdumen zu klaren, die als Zwischenschritte in der Konstruk-
tion von Spindler und Trautmann auftreten; diese Dinge werden in einer Serie von
Bemerkungen in [9] erklért.
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